COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD DES SURFACES DE KLEIN 
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Resume 

Etant donne un Systeme physique (M, T(M)), oü M est une variete de Poisson et T{M) l'algebre des fonctions 
regulieres sur M, il est important de pouvoir le quantifier pour obtenir des resultats plus corrects que ceux donnes 
par la mecanique classique. Une Solution est fournie par la quantification par deformation qui consiste ä construire 
un star-produit sur l'algebre des series formelles .F(M)[[7i]]. Un premier pas vers l'etude des star-produits est le 
calcul de la cohomologie de Hochschild de J-(M). 

Le but de l'article est de determiner cette cohomologie de Hochschild dans le cas des courbes singulieres du plane 
— on precise ainsi, par une demarche differente, un resultat demontre par Fronsdal — et dans le cas des surfaces 
de Klein. L'utilisation d'un complexe propose par Kontsevich et l'emploi des bases de Gröbner permettent de 
resoudre le probleme. 

Abstract 

Given a mechanical System (M, jT(Af)), where M is a Poisson manifold and T(M) the algebra of regulär functions 
on M, it is important to be able to quantize it, in order to obtain more precise results than through classical 
mechanics. An available method is the deformation quantization, which consists in constructing a star-product 
on the algebra of formal power series J-"(A/)[[fi]]. A first step toward study of star-products is the calculation of 
Hochschild cohomology of T(M) . 

The aim of this article is to determine this Hochschild cohomology in the case of singular curves of the plane — 
so we rediscover, by a different way, a result proved by Fronsdal and make it more precise — and in the case of 
Klein surfaces. The use of a complex suggested by Kontsevich and the help of Gröbner bases allow us to solve the 
problem. 
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1 Introduction 



1.1 Quantification par deformation 

On considere un Systeme physique donne par une variete de Poisson M, munie du crochet de Poisson {■}. 
En mecanique classique, on etudie l'algebre (commutative) J-(M) des fonctions regulieres (ie, par exemple, 
C°°, holomorphes ou polynomiales) sur M, c'est-ä-dire des observables de la mecanique classique. Or la 
mecanique quantique, oü le Systeme physique est decrit par une algebre (non commutative) d'operateurs 
sur un espace de Hilbert, donne des resultats plus corrects que son analogue classique. D'oü Pinteret 
d'obtenir une description quantique du Systeme classique (M, J-{M)) : une teile Operation s'appelle une 
quantification. Une des Solutions est la quantification geometrique qui permet de construire explicitement 
un espace de Hilbert et une algebre d'operateurs sur cet espace. Cette methode, fort interessante, a 
l'inconvenient de ne pas toujours s'appliquer. C'est pourquoi on a introduit d'autres quantifications telles 
la quantification asymptotique et la quantification par deformation. Cette derniere, decrite en 1978 par 
F. Bayen, M. Flato, C. Fronsdal, A. Lichnerowicz et D. Sternheimer dans l'article |BFFLS78| . constitue 
une bonne alternative : au lieu de construire une algebre d'operateurs sur un espace de Hilbert, il s'agit 
d'obtenir une deformation formelle de J-(M), donnee par l'algebre des series formelles jT(M)[[ft]], munie 
du star-produit associatif (mais non commutatif) 

oc 

f*9 = J2 m i(f>9)Ti j (1) 
i=o 

oü les applications rrij sont bilineaires et oü mo(/, g) — fg. La quantification est alors donnee par 
l'application / i-> /, oü f(g) = f * g. 

On peut se demander dans quels cas une variete de Poisson admet une teile quantification. Une reponse 
a ete donnee par Kontsevich dans son article |K97] : il a en effet construit un star-produit sur toute 
variete de Poisson. En outre, il a demontre que si M est une variete lisse, alors les classes d'equivalence 
de deformations formelles du crochet de Poisson nul sont en bijection avec les classes d'equivalence de 
star-produits. De plus, d'apres le theoreme de Hochschild-Kostant-Rosenberg, tout star-produit abelien 
est trivial. 

Dans le cas oü M est une variete algebrique singuliere, de la forme 

M = {z e C" / /(z) = 0} 

avec n = 2 ou 3, oü / est un polynöme de C[z] — et c'est le cas que nous etudions dans la suite — 
les fonctions regulieres ä considerer sont les fonctions polynomiales sur M, dont l'algebre s'identifie ä 
l'algebre quotient C[z] / (/}. Le resultat enonce precedemment n'est donc plus applicable. Cependant, les 
deformations de l'algebre !F{M), definies par la formule HJ, sont toujours classifiees par la cohomologie de 
Hochschild de !F{M), et on se trouve ainsi ramene ä l'etude de la cohomologie de Hochschild de C[z] / {/}. 



1.2 Cohomologies et quotients d'algebres de polynömes 

Dans la suite, on considere R — C[z\, z n ] = C[z] l'algebre des polynömes ä coefficients com- 

plexes et ä n indeterminees. On fixe aussi /i, . . . , f m m elements de R, et on definit l'algebre quotient 
A := R I (/ l7 f m ) = C[zi, Z n }/ (f U . . . , f m ). 

Plusieurs articles ont ete consacres ä l'etude de cas particuliers : 
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C. Roger et P. Vanhaecke, dans l'article |RV02] . considerent le cas oü n — 2 et m = 1, et oü /i est un 
polynöme homogene. Apres avoir rappele la definition de la cohomologie de Poisson, ils la calculent 
en fonction du nombre de composantes irreductibles du lieu singulier {z € C 2 / /i(z) = 0} (dans ce 
cas, on a une structure symplectique en dehors du lieu singulier). 

M. Van den Bergh et A. Pichereau, dans les articles [VB94|. |P05] et |P06j . s'interessent au cas 
oü n = 3 et m = 1, et oü fi est un polynöme quasi-homogene ä singularite isolee en l'origine. Iis 
presentent le calcul de Phomologie et de la cohomologie de Poisson, qui s'exprime en particulier en 
fonction du nombre de Milnor de l'espace C[zi, z 2} za] / (d Zl fi, ö Z2 /i, d Z3 f\). 

En s'interessant toujours au cas oü n = 3 et m = 1, dans l'article |AL 98]. J. Alev et T. Lambre 
comparent l'homologie de Poisson en degre des surfaces de Klein ä l'homologie de Hochschild en 
degre de Ai(C) G , oü Ai(C) est l'algebre de Weyl et G le groupe associe ä la surface. 

Quant ä C. Fronsdal, il etudie dans l'article [FK07] l'homologie et la cohomologie de Hochschild dans 
deux cas particuliers : le cas oü n = 1 et m = 1, et le cas oü n = 2 et m = 1. De plus, l'appendice de 
cet article donne un autre moyen de calculer la cohomologie de Hochschild dans le cas plus general 
des intersections completes. 

Dans cet article, on se propose de calculer la cohomologie de Hochschild dans deux cas particulierement 
interessants : le cas des courbes singulieres du plan, avec des polynömes /i qui correspondent ä leurs 
formes normales (ce cas a dejä retenu l'interet de C. Fronsdal) ; et le cas des surfaces de Klein (n = 3 
et m = 1). Ces dernieres ont fait l'objet d'un nombre important de travaux ; leur rapport aux sous-groupes 
finis de SL 2 C, aux solides de Piaton, et ä la correspondance de McKay explique cet interet manifeste. Par 
ailleurs, les algebres preprojectives, dont il est question dans l'article [CBH98] , constituent une famille de 
deformations des surfaces de Klein, parametree par le groupe qui leur est associe, ce qui motive encore le 
calcul de leur cohomologie. 

Le resultat principal de l'article est donne par les deux proprietes : 
Propriete 1 

Soit une courbe singuliere du plan, definie par un polynöme f\ £ C[z], de type Ak, Dh ou Alors 
H° ~ C[z] / (fi), H 1 ~ C[z] / (/i) © C fe , et pour tout j > 2, W ~ C fc . 

Propriete 2 

Soient T un sous-groupe fini de SL2C et fi G C[z] tel que C[x, y] r ~ C[z] / Alors H° ~ C[z] / 

H 1 ~ V/i A (C[z] / (/1)) 3 © H 2 ~ C[z] / (A) © C^, et pour tout j > 3, W ~ C, oü ß est le nombre 

de Milnor de Xr. 

Pour calculer explicitement ces espaces de cohomologie, on s'appuiera sur la demarche proposee par M. 
Kontsevich dans l'appendice de [FK07J . demarche que l'on developpera. 

On etudiera d'abord le cas des courbes singulieres du plan dans le paragraphe 3 : on utilisera cette me- 
thode pour retrouver le resultat que C. Fronsdal a etabli par des calculs directs. Puis on l'affinera en 
determinant les dimensions des espaces de cohomologie au moyen de la division multivariee et des bases 
de Gröbner. 

Puis, dans le paragraphe 4, on considerera le cas des surfaces de Klein (Xy = C 2 /T, avec T sous-groupe 
fini de SL2C). On demontrera d'abord que H° s'identifie ä l'espace des fonctions polynomiales sur la 
surface singuliere Xr- On poursuivra en montrant que H 1 et H 2 sont de dimension infinie. On determi- 
nera aussi, pour j superieur ou egal ä 3, la dimension de H 1 , en montrant qu'elle est egale au nombre de 
Milnor de la surface Xr- 

Avant l'etude de ces deux cas, le paragraphe 1.3 rappelle des resultats importants sur les deformations. 
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1.3 Cohomologie de Hochschild et deformations d'algebres 

• Etant donne une C— algebre associative, notee A, le complexe de Hochschild associe ä A est le complexe 

C°(A) C\A) C\A) C 3 (A) C 4 (A) • • • 

dont l'espace C P (A) des p— cochaines est defini par C P (Ä) = pour p G — N*, C°(A) = i et V p 6 
N*, C'P{A) = L{A®p, A), oü L{A®p, A) designe l'espace des applications C-lineaires de A®p dans A, et 
dont la differentielle d = @°^ d p est donnee par la formule 

p-i 

V/ e C P (A), d p f(a , ...,a p ) = a f{a x , a p )-^ f{a , ■ a^i+i, . . . , a p )+(-l) p_1 /(a , . . . , a p _i)a p , 

i=0 

c'est-ä-dire d p .f - (-1) p+1 [m, /]g, 
oü /i est la multiplication de l'algebre A, et [-]g le crochet de Gerstenhaber. 

On definit alors la cohomologie de Hochschild de A comme la cohomologie du complexe de Hochschild 
associe ä A. On note HH°(A) = Ker d et V p G N*, HHP(A) = Ker d p / Im d p - X . 

• On note C[[h]] (resp. ^4[[?i]]) l'algebre des series formelles en l'indeterminee h, ä coefEcients dans C (resp. 
A). Une deformation de l'algebre A est definie comme une application m de A[[h]] x A[[h}] dans A[[h}] 
qui est C[[ß]]— bilineaire et teile que 

V (s, t) G A[[h}} 2 , m{s, t) = st mod HA[[h]], 

V (s, t, u) G v4[[ft]] 3 , m(s, m(t, u)) — m(m(s, t), u). 

Cela signifie qu'il existe une suite d'applications bilineaires rrij de A x A dans A dont le premier terme 
rrio est le produit de A et teile que 

oc 

V (a, b) G Ä 2 , m(a, b) = ^^mj(a, b)h? , 

1=0 

Vn6N, m t (a, m^!), c)) = ■m i (mj(a, b), c), c'est-ä-dire rn^ • mj = 0, 

i-\-j= n i+j—n i+j—n 

en utilisant le produit de Gerstenhaber, note •. 

On parle de deformation d'ordre p si la formule precedente est verifiee (seulement) pour n <p. 

Deux deformations m et m! de A sont dites äquivalentes s'il existe un C[[?i]]— automorphisme de -A[[7i]], 

note ip, tel que 

V (s, t) G A[[h}} 2 , <p(m(s, t)) = m'(<p(s), <p{t)) 

V s G A[h], ip(s) = s mod 7l4[[7i]], 

c'est-ä-dire s'il existe une suite d'applications lineaires ipj de A dans A dont le premier terme ipo est 
Pidentite de A et teile que 

oo 

V a G A, y(a) = ipj(a)hP , 

VnGN, ^ <Pi(mj(a, b)) = ^ m-(<^(a), <^(6)). 

1+3= n i+j+k—n 

• Un des interets de la cohomologie de Hochschild est de permettre de parametrer les deformations de 
l'algebre A. En effet, si 7r G C 2 (A), on peut construire une deformation m d'ordre 1 de A teile que m\ = ir 
si et seulement si ir G Kerc?2. De plus, deux telles deformations sont equivalentes si et seulement si leur 
difference est un element de Imdi. Ainsi, l'ensemble des classes de deformations d'ordre 1 est en bijection 
avec HH 2 (Ä). 
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Si m est une deformation d'ordre p, alors on peut etendre m en une deformation d'ordre p + 1 si et 
seulement s'il existe m p+ i tel que 

v 

V (a, 6, c) e A 3 , 2J m p+ i_i(6, c)) - m.fmp+^ifo, 6), c)) = -<2 2 m p+ i(a, 6, c), 

i=l 

V v ' 

ajp (a, b, c) 

P 

ie m l • m p+1 -i = d 2 m p+1 . 

i=l 

Or le terme oj p appartient ä Kerc?3, donc HH 3 (A) represente les obstructions au prolongement d'une 
deformation d'ordre p en une deformation d'ordre p + 1. 



2 Presentation du complexe de Koszul 

On rappeile dans ce paragraphe les resultats sur le complexe de Koszul qui sont donnes dans l'appendice 
de l'article |FK07| . 



2.1 Theoreme de Kontsevich et notations 

• Comme indique au paragraphe 1.2, on considere R = C[z] et (/i, . . . , f m ) G R m , et on note A — 
R I (/i, .... f rn ). On suppose qu'il y a intersection complete, ie la dimension de Pensemble des Solutions 
du Systeme {/i = • • • = f m = 0} est n — m. 

• On definit aussi la superalgebre supercommutative A = R (S>f\{a>j, j = 1 . . . m} — C[z\, z„, a%, a m ). 
On introduit ensuite rji = -J^- et bj = 

On note les variables paires avec des lettres latines et les variables impaires avec des lettres grecques. 

• On considere Palgebre differentielle graduee 

T = A[r}i, . . . , 77„, &i, . . . , b m ] 
munie de la differentielle 

TT. 7YI (-i p r\ 

f ~ 2^2^ dz, 'dm 

j—l i—l J J 

et de la graduation de Hodge, definie par deg(zi) = 0, deg(j]i) — 1, deg(otj) — —1, deg(bj) = 2. 
On peut alors enoncer le theoreme principal qui permet le calcul de la cohomologie de Hochschild : 
Theoreme 3 (Kontsevich) 

Sous les hypotheses precedentes, la cohomologie de Hochschild de A est isomorphe ä la cohomologie du 
complexe (T, df) defini par l'algebre differentielle graduee T. 

• II n'y a pas d'element de degre strictement negatif. On a donc le complexe suivant : 

T(Q) f (1) T(2) T(3) — ^ T(4) -^-^ ■ ■ ■ 



(/l) ■ • • , fm) 



b m ], 
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Pour chaque degre p, on choisit une base B p de T(jp). Par exemple pour p = . . .3, on prend : 
T(0) = A 

T(l) = Arn © ' ■ ' © ^« 

T(2) = A&i © • ■ • © Ab m © A rjirij 

f(3)= AM,® ^ 

i— l...m i<j<k 
j=l...n 

On peut alors expliciter les matrices Matß pt ß p+l {dj}). 

• On note p : C[z] — > A = C[z]/(/i, . . . , / m ) la projection canonique. 

Pour tout ideal J de C[z], on notera Ja l'image de cet ideal par la projection canonique. 

De meme, si (gx, . . ., g r ) £ A r on notera (g%, . . ., g r )A l'ideal de A engendre par (g±, . . . , g r ). 

Par ailleurs, si g £ C[z], et si J est un ideal de C[z], alors on note 

Annj(g) := {h £ C[z] / hg = mod J}. 

En particulier, g ne divise pas dans C[z]/J si et seulement si Annj(g) = J. 
Enfin, pour tout polynome g £ C[z], on note Vg son gradient. 



2.2 Cas particulier oü n — 1 et m — 1 

• Dans le cas oü n = 1 et m = 1, d'apres ce qui precede, on a pour p £ N*, 



T{2p) = Ab p et T(2p+ 1) = Ab p m . 



On en deduit 

ff =A,H 1 = {g im I g x £ A et ffl 9 Zl A = 0} 

Ab p 



• Si maintenant /i = z\ , alors 



, et H 2 p +1 = { 9l b p m I g x £ A et 5l ö zi /i = 0}. 



ff = A = C[zi] / (zf } ~ C^" 1 

H 1 = {giVi I 9i G A et fc^zf- 1 = 0} ~ C*" 1 

et V p £ N*, H 2 p = ~ C*" 1 

{giikzt'M I gx G A} 

et H 2 p +1 = {.gi b p im I g x £ A et /fcgiz^" 1 = 0} ~ C*" 1 . 



3 Cas n = 2, m = 1. — courbes singulieres du plan 
3.1 Description des espaces de cohomologie 

On utilise le theoreme [3] pour calculer la cohomologie de Hochschild de A. On commence par expliciter 
les cochaines et les differentielles. 

• Les differents espaces du complexe sont donnes par 
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T(0) = A 
T(l) = Arn 8 Äfft 
T(2) = A61 Afjuja 
T(3) = © A&!77 2 

T(4) = ^6?©A6i?7i?72 











/t/,3 


/4 /l^ tii 

-™l'/l'/2 


T(7) 




© A&f 772 


T(8) 


= A&f © 


Abfr]^ 


T(9) 


= A6f ryx 


© 4&fr? 2 , 



ie, dans le cas general, pour peN*, 



T(2p) = A&p © Ab?- 1 ^ et r(2p+l) = A6frjieA6;tft 



On a ä^(??fe A 77/) = 1 A r]i = -rjt A 1, donc d [ f '(r) k T]i) = -f^Mi + §|-Mfc- 
On note desormais Tp- = d Zj = dj. 

Les matrices de df sont donc donnees par 

Mai ß2pÄp+1 (4^)=(° 

M«t ß2P+1ÄP+2 (4 2p+l) )^( 9i /i 

• On en deduit une expression plus simple des espaces de cohomologie : 
H° = A 

H 1 = {gm + 92m I (gi, 92) G A 2 et g x + 52 &/i = 0} ~ |g = ( ^ ) G A 2 / g • V/i = oj 

VpeN*, ' 

f7-2p {gife?+g2bi~ 1 '?iTfe / (3i,32)g^4 2 et 92 =32 92/i=0} ^ 

~~ {(3101/1+32 02/1)6? / g 2 )eAi} ~ 



{■= 


V 92 j 


e^ 2 / 32Öi/i=32Ö2/i=o| 


1 


\ 


( g • V/i > 

v y 


/ ge^j 



K- | ^ | - l 2 s-V/r 



" (ihhXhU ®{9^ A I 9dih= 982h = 0} 

fx2p+l _ {3i fc ?'?i+32bfTj2 / (3i,3 2 )gA 2 et 31 gi /1 +32 d 2 fi =0} ^ 

vi -9 

II reste ä determiner explicitement ces espaces. C'est l'objet des deux paragraphes suivants. 
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3.2 Calculs explicites dans le cas particulier oü /i est ä variables separees 

Dans ce paragraphe, on considere le polynome /i = a\z\ + cl2Z 2 , avec 2 < l < k et (a\, 02) € (C*) 2 . 
Les derivees partielles de fi sont d\fi = kciiz^ 1 et Ö2/1 = ld2Z 2 ~ 1 • 

• On a dejä 

H = C[z l7 z 2 ]/(aiz 1 fc +a 2 4)- 



• De plus, comme U est quasi-homogene, la formule d'Euler donne \x\d\f\ + \x2d2j1 — /i- Ainsi, on a 

k l 

l'inclusion C ,A, Ö 2 /i), donc {d ^ h X 2 h) A ~ (^il'^'/i) ~ VeCt / * e [0, fc - 2], j G [0, Z - 2] 

Or Ö1/1 et /1 sont premiers entre eux, de meme que 92/1 et /1, donc si g G A verifie gdifi = mod (/i), 
alors g £ (fi), ie g est nul dans A 
Ainsi, 

ff 2p ~ Vect (z[zi I i G [0, k - 2], j G [0, Z - 2]) ~ C (fc - 1)( ^ 1} . 
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• On determine maintenant l'ensemble < g 



G A 2 I g • VA = : 



9i 

92 

On a d'abord (/i, = {aiZ^ + a 2 z l 2 , z i~ 1 ) — ( z 2 > Les seuls monomes qui ne sont pas dans cet 

ideal sont donc les elements z\z\ avec i G [0, — 2J et j G [0, l — lj. 
Tout polynöme P G C[z] peut donc s'ecrire sous la forme 

P = afi + ßdifi + ^2 a v z i4- 

i=0...fc-2 
i=0...Z-l 

Les polynomes P G C[z] tels que Pdifi G sont donc les elements 



P = af 1 + ßdifi + ^2 a ij z i z 



1 ^3 

2- 



i=0.../c-2 
j = l..J-l 



On a ainsi calcule Ann^f 1 g 1 f 1 ^{d 2 fi). 
L'equation 



entraine 



g-V/i = mod(A) 
gA fi = mod <9i/i), 



ie .92 G Ann(/ l! g 1 / 1 )(9 2 /i) ! ie encore 

92 = af l +ßd 1 f 1 + 



I 1J ~1~2 : 



i=0...fc-2 
j=l...i— 1 



avec (a, /?) G C[z] 2 . 
II s'ensuit que 



gidxfi + a/iö 2 /i + ßd 1 f 1 d 2 fi + o-ij z \ z lßih G (/i). 



i=0...fe-2 
j=l...ü-l 



Et, avec l'egalite z 2 d 2 fi = lf\ - { Zi<9i/i, 



\ 



.91 



ßd 2 fi ~ ~j~ £ a^+V^ 1 



V 



i=0...fc-2 
j=1...2-l 



/ 



Comme /1 et sont premiers entre eux, cette equation equivaut ä 
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= -ßd 2 .h + - J2 «Ä^d^ + Sfu 



i=0...fc-2 
j=l.. .1-1 



(2) 
(3) 

(4) 



(5) 



(6) 



avec 6 G C[z]. 

On verifie ensuite que les elements <?i et g 2 ainsi obtenus sont bien Solutions de l'equation ([2]). 
Finalement, on a 



{g e A 2 / g ■ V/i = 0} = 



A-/3 



9 2 /i 



i J-l I ¥ z l 



i=0.../c-2 
j=l...I-l 



i . 



(«, /3, 5) e C[zf et a l3 G C 



On en deduit aussitöt les espaces de cohomologie d'indices impairs : 

v p > 1, ff 2p+1 ~ c^-w- 1 ) 

ff 1 C^-W-V ©C[zi, Z2]/(aiz 1 fe + a 2 4). 
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Remarque 4 

On obtient en particulier la cohomologie pour les cas oü f\ — z^ +1 + z\, fi=zf + z\ et fi = zf + z\, 
cas qui correspondent respectivement aux fonctions quasi-homogenes de types Ak, Eq et Es donnees dans 
]AVGZ8(Sf p. 181. 



On regroupe ces trois cas particuliers dans le tableau ci-dessous : 





ff 




H 2 p 




A k 


C[z] / (z^+zl) 


C[z] / <z* +i + z\) © C fc 


C' 


c fc 


E 6 


C[z] / (4 + z%) 


C[z] / \z{ + 4) © C B 


C B 


c ö 


E 8 


C[z] / (zf + z») 


C[z] / {zf + «§) © C 8 


c 8 


c 8 



Les cas oü /i = zfz 2 + z 2 1 et /i = zf + zizf, ie respectivement et £7, sont etudies dans le paragraphe 
suivant. 

3.3 Calculs explicites pour D k et E 7 

Pour etudier ces cas particuliers, on utilise le resultat suivant sur les bases de Gröbner : 
Definition 5 

Pour g € C[z], on note lt(g) son terrae dominant (pour Vordre lexicographique) . 

Soit J un ideal de C[z] et Gj :— [<?i, . . . , g r ] une base de Gröbner de J . Un polynöme p G C[z] est reduit 
relativement ä Gj s'il est nul ou bien si aucun terme de p n'est divisible par le terrae dominant lt(gj) de 
l'un des elements de Gj. 

L'ensemble des termes Gj — Standards est l'ensemble des monömes de C[z] prive de l'ensemble des termes 
dominants lt(f) des polyndmes f € J\{0}. 

Theoreme 6 (Macaulay) 

L'ensemble des termes Gj — Standards forme une base de l'espace vectoriel quotient C[z] / J. 
3.3.1 Cas de h = z\z 2 + z*' 1 , ie D k 

On a ici /1 = z\z 2 + z^ 1 , difi = 2z x z 2 et d 2 fi = z\ + (k - l)z 2 ~ 2 . 

Une base de Gröbner de l'ideal d 2 fi) est B := [h, b 2 ] = [z\ + (k - l)z^ 2 , z\~\ 

L'ensemble des termes Standards est donc {z\z 3 2 / i € {0, 1} et j G [0, k — 2]}. 

On peut alors resoudre l'equation pd\f\ = dans C[z] / d 2 f\). 

En effet, en ecrivant p := a^z\z 2 , l'equation devient 

i=0,lj=0...fc-2 

q:= J2 *ii4 +1 4 +1 e (fl, d 2 fi). 
i=0,lj=0...fe-2 

On cherche donc la forme normale de Pelement q modulo l'ideal d 2 f\). 

La division multivariee de q par B s'ecrit q — q\b\ + q 2 b 2 + r avec r = J2j=o a o,j z i z 2 +1 ■ 

La Solution est donc 

fc-2 

P = ao,k-2Z 2 ~ 2 + ^2 a ld ziz J 2 . 

Or l'equation 

g-V/i = mod<A) (7) 
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entraine 

<7iöi/i=0 mod (f u d 2 h), (8) 

ie 

fe-2 

9l = ah + ßd 2 fi + az%- 2 + b j z i4> (9) 

3=0 

avec (a, ß) G C[z] 2 et o, bj G C. 
D'oü 

fe-2 

Ö202/i + /39i/i9 2 /i + a4~ 2 9i/i + X! h*A^h G (/i). (10) 

Et, avec les egalites z^ 1 = ^(/i -z 2 d 2 fi) = -^z 2 d 2 f x mod (/i), et ^Zi<9i/i + z 2 d 2 fi = (fc-l)/i 
(Euler), on obtient 

/ 2« fe ~ 2 2 \ 

ö 2 /i l 32 + /39i/i-^ziz 2 + E^^^ +1 j e</i>- (11) 

Mais /i et 9 2 /i sont premiers entre eux, donc 

2a v—? 2 

.92 = -ßdifi + J^k z i z 2 - & J 2 _ fc Z 2 +1 + Sfi, 

3=0 

avec ö G C[z]. 
Donc 

{ge^ /g -V/ 1 =0} = |( ) + ( -J,z 2 ) /K^^) e C[z] 3 eta, 6jeC J. 



Par ailleurs, une base de Gröbner de (difi, 9 2 /i) est [z 2 + (k — l)z^ 2 , ziz 2 , Zj 1 ], 
donc C[z] / ~ Vect (z u 1, z 2 . . . , z^ 2 ). 



En resume, 



H° = C 


:[z]/(^ 2 + 4- i ) 
:[z] / (^ 2 + 4" 1 )ec fc 


ff 1 ~ C 


#2p _ 


C fe 


#2p+l 


~ c fe . 



3.3.2 Cas de /i = + zizf, ie E 7 
On a ici öi/i = 3z 2 + zf et d 2 fi = 2>z x z\. 

Une base de Gröbner de l'ideal (/i, est [3z 2 + zf, zizf, zf], et une base de Gröbner de (difi, <9 2 /i) 

est [3z 2 + z|, ziz|, zf]. 

Par une demonstration analogue, on obtient : 





C[z] / (zf + z^f) 




C[z] / (zf + z x z\) © C 7 


#2p _ 


C 7 




~ C 7 . 
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4 Cas n = 3, m = 1. — surfaces de Klein 



4.1 Surfaces de Klein 

Etant donne un groupe fini G agissant sur C™, on lui fait correspondre, selon le programme d'Erlangen 
de Klein, la variete quotient C n /G : c'est la variete dont les points sont les orbites sous l'action de G. 
Les fonctions polynomiales sur cette variete sont les fonctions polynomiales sur C" invariantes par G. 
Dans le cas de SL 2 C, la theorie des invariants permet d'associer ä tout sous-groupe fini un polynöme. 
Ainsi, ä tout sous-groupe fini de SL 2 C est associee la variete algebrique constituee des zeros de ce poly- 
nöme, appelee surface de Klein. 

On rappelle dans ce paragraphe quelques resultats sur ces surfaces. Voir les references |S77j et [ÜCK99] 
pour plus de details. 

Propriete 7 

Tout sous-groupe fini de SL 2 C est conjugue ä l'un des groupes suivants : 

• A n (cyclique), n > 1 (\A n \ = n) 

• D n (diedral), n>l (\D n \ = An) 

• E 6 (tetraedral) (\E 6 \ = 24) 

• E 7 (octaedral) (\E 7 \ =48) 

• E 8 (icosaedral) (\E 8 \ = 120). 

Propriete 8 

Soit G l'un des groupes de la liste precedente. L'anneau des invariants est 

C[x, y] G = C[ei, e 2 , e 3 ] = C[ei, e 2 ] ©e 3 C[ei, e 2 ] ~ C[zi, z 2 , z 3 ]/(f 1 ), 

oü les invariants ej sont des polyndmes homogenes, avec e\ et e 2 algebriquement independants, et oü fi 
est un polynöme quasi-homogene ä singularite isolee en Vorigine. 
Ces polyndmes sont donnes dans le tableau suivant. 



G 


ei, e 2 , e 3 


h 


C[zi, z 2 , z 3 ]/(9i/i, 9 2 /i, ö 3 /i) 


A n 


ei = x n 

62 = y n 

63 = xy 


—n{z\z% - z% ) 


Vect(l, z 1} ...,z%- 2 ) 
dim = n — 1 


D n 


2 2 

ei = x y 

e 2 = x 2n + (-l) n y 2n 

e 3 = x 2n+1 y + (-l) n+1 xy 2n+1 


A n (4^ +1 + (-l) n+1 ^i2 2 2 + (-l) n 4) 
avec A n = 2n(-l) n+1 


Vect(l, z 2 , zi, . . . , z™" 1 ) 
dim = n + 1 


E 6 


e\ = x b y — xy 5 

e 2 = 14y 4 x 4 + x s + y s 

e 3 = 33y 8 x 4 - y 12 + 33j/ 4 a: 8 - x 12 


4(z| - z\ + W8zf) 


Vect(l, z 2 , zi, ziz 2 , z\, z\z 2 ) 
dim = 6 


E 7 


e-L = 14y 4 x 4 + x 8 + y 8 

e 2 = -3y 10 x 2 + 6y 6 x 6 - 3y 2 x 10 

e 3 = -34x 5 y 13 -yx 17 +34y 5 x 13 +xy 17 


8(3z| - 12z| + z 2 z\) 


Vect(l, z 2 , z|, zi, ziz 2 , ziZ$, z\) 
dim = 7 


E 8 


e\ = x xl y + llx 6 y 6 — xy 11 

e 2 = x 20 - 228x 1 V + 494a; 10 y 10 

+228.tV 5 + y 2 ° 

e 3 = x aa + 522x 25 y 5 

-10 005a; 20 ?/ 10 - 10 005a: 1 V° 
-522arV 5 + V 3 ° 


10(1728zf + z|-z|) 


Vec*(2f* ^ )i=o. . .3, 

j=0...1 

dim = 8 
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On appelle surface de Klein l'hypersurface algebrique definie par {z 6 C 3 / /i(z) = 0}. 
Theoreme 9 (Pichereau) 

On considere le crochet de Poisson defini sur C[zi, z\, z 3 ] par 

= Ö3/1 öi A d 2 + 9iA 9 2 A ö 3 + ö 2 /i 9 3 A d x = i dfl (9 X A <9 2 A 9 3 ), 

ei on note HP^ (resp. HP/ 1 ) la cohomologie (resp. l'homologie) de Poisson pour ce crochet. Sous les hy- 

potheses precedentes, la cohomologie de Poisson HP^ et l'homologie de Poisson HPl 1 de(C[zi, Zx, z 3 ]/(/i), {-^fA 
est donnee par 

HP° fi = C, HP) x ~ HPj t = {0} 

HP* 1 -HP* ~C[zi, z 2 ,% 3 ]/(9i/i, ft/i, 9 3 /i> 
dim( J ffP/ 1 ) = din^ffP/ 1 ) - 1 
HPf 1 = HP j fi = {0} si j > 3. 

L'algebre C[x, y] est une algebre de Poisson pour le crochet symplectique Standard que l'on note {-} s td- 
Comme G est un sous-groupe du groupe symplectique Sp 2 C, l'algebre des invariants C[x, y] G est une 
sous-algebre de Poisson de C[x, y], La propriete suivante permet alors de deduire du theoreme [9] la 
cohomologie de Poisson et l'homologie de Poisson de C[x, y] G pour le crochet symplectique Standard. 

Propriete 10 

L 'isomorphisme d'algebres associatives 

tt : (C[x, y] G , {-} std ) -> (C[zi, z x , 2 3 ]/</i), {•}/,) 
e j ^ z j 

est un isomorphisme de Poisson. 

Dans la suite, on va calculer la cohomologie de Hochschild de C[zi, z\, z 3 ]/(/i). On en deduira alors 
immediatement la cohomologie de Hochschild de C[x, y] G , gräce ä l'isomorphisme d'algebres associatives 

TT. 



4.2 Description des espaces de cohomologie 

• Dans ce cas, on change l'ordre des vecteurs de base : on prend (771772, V2V31 V^Vi) au ü eu de (771772, 771773, 772773). 
Les differents espaces du complexe sont alors donnes par 



T(0) 


= A 




T(l) 


= ^771 © 


A772 © A773 


T(2) 


= Ab x © 


,4771772 © A772773 © A773771 


T(3) 


- A61771 


© A&i?72 © v46i773 © A771 772773 


T(4) 


= Abj® 


Ab\r\\r\2 © Abirj 2 ri 3 © A&i 773771 


T(5) 


= Abfo 


© A6f772 © ^773 © A6i?7i 773773 



dans le cas general, pour p £ N*, 


T(2jj) = Ab\ © A&TV% © Ab\- x W © Ah?" W 


T(2p + 1) = Ab\r] X © ^6^772 © Ab? 773 © Ab\ 1 771 772773 





0n a äfl^i A7 ?2 A773) = 1 A772 A773 = 772 A 773 AI, donc d^' (771772773) = §^61772773 + §^61773771 + f^Mi*»- 
Les matrices de g?,^ sont donc donnees par 
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Mat Buß2 (df) = 



Vp€N*, Mat B2p , B2p+1 (d ( ~ P) ) 



VpEW, Mat ß2p+lAp+2 (4 2p+1) ) 





h 


d Z2 h 








































J 






/ 


d Z2 fi 







-dz, h \ 







-d Zl fi 


dzji 















-d Z2 h 




dzji 


V 













\ \ 


/ 


d z Ji d 


J2 /l dz 3 fl 


\ 















OzJ\ 















dzji 




V 











dzji ) 



• On en deduit 

H° = A 



9i 



H 1 = {gm+92V2+gm I (ffi, 92, 93) G A 3 et g x d Zl f x +g 2 d Z2 h+g 3 d Z3 fx = 0} ~ { g = ( g 2 \ G A 3 / g • V/i 

53 

{ffobi+ff3»7i»)2+9H72»73+92J73'7i / (so, 3i, 32 S3)GA 4 et 33 d Z2 fi-g 2 9j, 3 /i=Si d Z3 fi-g 3 d zi fi=g 2 d zi fi-gi d Z2 /i=0} 

{(31 dzj/i+32 9z 2 /i+S3 9^3/1)61 / (si, 32, S3)eA 3 } 

/ -90 \ 
5i 



52 
V 53 / 



eA 4 / v/iA 



52 

\ 53 / 



g • V/i 
3 ,i 



/ g£A 3 

5 {g e A 3 / V/i A g = 0} 



Vp>2, 



(9.i/i, 9z 2 /i, d Z3 h). 
30 bf +S3 bf _ 1 Vi m +31 b p ~ 1 772773 +32 b p ~ 1 J?3 »Jl 



(3o,3l,32 33)eA et 
33 d Z2 fi-g 2 Z3 /i=3i 9 Z3 /i-s 3 9« 1 /i=S2 d zi fi-gi 9 a2 /i=0 



{(Si 9»i /1 +S2 9, 2 /1 +33 9 Z3 /1 )&i+3o(9^ 3 /i b^ 1 r7i»72+9z 1 /1 b£ 1 V2V3+d Z2 }\ b p 1 r/ 3 rji) / (30, 31, S2, s7)iÄ 3 } 




f g-v/i \ 

godzji 

9od Z2 fi 
V godzji J 

A 



I geA 3 et s eA 



VpeN*, 

Jj2p+l 



m {ggA 3 / V/iAg=0} 

21 /i, 9* 2 /i, 9, 3 W {3V/1 / 3 eA} 



3l^m+326? I) 2+336?r,3+S0br 1 mr f 2r,3 / Cflt " 31 ' 92 A , ^H^H^ d * ,1= ° 

/ SO 9 Z3 /i— So 9^/1=30 9, 2 /i— U 

{(33 dz 2 f\-g 2 d Z3 fi)b p r] 1 + (g 1 9,3/1-33 d zi fi_)b v r) 2 +{g 2 d zi fi-gi d Z2 fi)b p r) 3 / (31 , 32 , 33)eA 3 } 

f Ml \ 

52 



53 

v 50 y 



/ 5i \ 



eA 4 / v/x 




=0 et 30 9, 3 /i=3o d z ,fi=g 9, 2 /i=0 



geA 3 



{ fv^Ag JS} 1 © {5 e A / 5^3/! - 5^/1 = 5^2/1 = 0}. 
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Le paragraphe suivant va permettre d'expliciter ces espaces. 



4.3 Calculs explicites dans le cas particulier oü j\ est ä variables separees 

Dans ce paragraphe, on considere le polynome /i = a\z\ + a2Z 3 2 + a 3 z^, avec 2 < i < j < k et aj G C*. 
Les derivees partielles de fi sont difi — iaizl" 1 , 82/1 — ja,2Z 2 i ~ 1 et d 3 fi — ka^z^ 1 . 
• On a dejä 



H° = C[zi, z 2 , z 3 ]/(aizi + a 2 z 3 2 + a 3 z$) 



• De plus, comme /1 est quasi-homogene, la formule d'Euler donne -z\d\fi H — 22^2/1 + -rz 3 9 3 /i = f\. 
Ainsi, on a l'inclusion C (difi, 82/1, Ö3/1), donc 

A _ C[zi, Z 2 , Z3] _ T/ „„ + ,por 



(difi, Ö2/1, 9 3 /i)a (öi/i, ö 2 /i, Ö3/1) 



Vect (z[z 2 % r / p G [0, i - 2], q G [0, j - 2], r G [0, fc - 2]) . 



Enfin, comme et /1 sont premiers entre eux, si g € A verifie gdifi = mod alors 5 G 
ie 5 est nul dans A. 

\ ( 91 

• On determine maintenant l'ensemble < g = (72 ) G A 3 / g • V/i = 

l V 93 

On a d'abord ^2/1) = (aiz\ +02^2 + a 3 z 2 > z i _1 ' z 2 ) = z 2 zf)- Les seuls monömes qui 

ne sont pas dans cet ideal sont donc les elements z\z\z\ avec p G [0, i — 2J , q G J0, j — 2J et r G [0, k — 1] . 
Ainsi tout polynome P G C[z] s'ecrit sous la forme 



P = afi + ßdifx + 7Ö2/1 + ap gT .^f4^3- 



p=0...i-2 
9=0. ..j-2 
r=0...fe-l 



Les polynomes P G C[z] tels que Pd3.f1 G Ö2.fi) sont donc les elements 



P = af 1 +ßd l f 1 +<yd 2 fi+ 



ClpqfZ-^ Z2 Z^ • 



p=0...i-2 
q=0...j-2 
r=l...fe-l 

On a ainsi calcule Ann^^^^g^^^d^fi). 
L'equation 

g-V/i = mod</i) (12) 

entraine 33 G Ann^ ltdlfud2f ^(8 3 fi), ie 

93 = afi + ßdifx + "/d 2 fi + a pqrzl4 z 3^ ( 13 ) 

p=0...i-2 
q=0...j-2 
r=l...fe-l 

avec (a, /3, 7) G C[z] 3 . 
D'oü 

92 d 2 fi + 7Ö2 fi d 3 fi + ^ O-pqr z i 44d3h G Ö1/1). (14) 

p=0...i-2 
q=0...j-2 
r=l...fe-l 
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Donc d'apres la formule d'Euler, 



hfl 



.92 + 793/1 - - 



P~5+l ~' — 1 



dpq r Z^Z2 Z^ 



V 



p=0...i-2 
5=0.. .j-2 
r=l...fe-l 



G </l, öl/l>- 



(15) 



Comme Ann^ 1 Q 1 f 1 \ / {d2fi) = (fi, d\fi), cette equation equivaut ä 

52 = -7Ö3/1 + - 51 a w z \ z V' Z V X + 5 /i + 

p=0...i-2 
5=0- .j-2 
r=l...fe-l 

avec 5, e £ C[z]. II s'ensuit que 

gid 1 f 1 +ßd 1 f 1 d 3 f 1 +ed 1 f 1 d 2 fi+ a pqr z^z 2 1 z 3 ~d 3 f 1 + - o, vqr z\z'^ 1 z^^d-^ji G (16) 

p=0...i-2 ^ p=0...i-2 

3=0.. .j-2 5=0.. .3-2 

r— l...k— 1 r—l...k — l 



Et, d'apres la formule d'Euler, 



\ 



.91 + /3ö 3 /i + ed2.f1 - - a pqr z v ^ X z\z r 3 1 



V 



p=0...i-2 
g=0.. .j-2 
r=\...k-\ 



G </l)- 



(17) 



Mais /1 et <9i/i sont premiers entre eux, donc 



gi = -ßd 3 fi - ed 2 fi + - a pqr z{ +l z\z r z 1 +r}f 1 , 



(18) 



p=0...i-2 
5=0- j-2 
r=l...fc-l 



avec ij e C[z] 
Finalement 



* /1+V/1A ß j + ]T opgrzfzl^ -1 ( |« 2 ) / (a, /3, 7, «, e, v) e et a pgr G C 



p=0...»-2 
, = 0. ..j-2 
= l...fe-l 



{ g e / g ■ v/i = 0} = 
On en deduit directement les espaces de cohomologie d'indices impairs : 



Vp>l, H 2 p +1 


~ C(»-i)ü-i)(fe-i) 




H 1 


~ V/i A (C[z]/(/i)) 3 © 


C(«-i)ü'-i)(fe-i) 



Remarque : 

On a aussi V/i A (C[z]/</!» 3 ~ (C[z]/(/ 1 )) 3 / {g / V/i Ag = 0} = (C[z]/(/ 1 )) 3 / (C[z]/(/ 1 ))V/ 1 . 
De plus, Papplication 

(C[z]/(/ 1 )) 2 - V/ 1 A(C[z]/(A)) 3 

(S) " V/ ' A (?) 
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est injective, donc 



V/i A (C[z]/(/i)) est de dimension infinie 







(«- 


Kl) 







d2.f1 93 - <93/l52 

Soit g£i 3 tel que V/iAg = 0. Cela signifie que, modulo (fi), g verifie le Systeme < 93/1 g\ — 9i/i <? 3 



La premiere equation donne, modulo (/1, 82/1), 93/152 = 0. 

Or Ann ( fu g 2 f ^(83/1) = (/1, 9 2 /i), donc g 2 = 0, donc g 2 = afi + ßd 2 fi- 

Donc 



9i/i52 - <9 2 /i ffi = 



ie 53 = 7/1 +/39 3 /i- 
Enfin, on obtient 



ie 51 = <5/i + ßdifi. 



9 2 /i(53-/3ö 3 /i) =0 mod (/!>, 

93/i(5i - /?öi/i) =0 mod (/!>, 
<5 



Ainsi, jgG L :i / VAAg = ()} =<;/, I a J + /JV/i / a, ß, 7, 5 G ^ 
On en deduit les espaces de cohomologie d'indices pairs : 



V p > 2, H 2 p ~ Aj (Ö1/1, 9 2 / 1; 9 3 /i) =s C[z] / (zr 1 , zf\ z*- 1 ) 

~ Veci (zf z|zj / p e [0, i - 2], g£ [0, j -2], r e [0, fc - 2]) ~ C^" 1 )«" 1 )^- 1 ) 
iJ 2 ~ {/3 V/i C (i-i)0-i)(fe-i) ~ C[z] / ( ai z{ + a 2 z{ + a 3 zf ) © c^Ci-iX*-!) . 



Remarque 11 

On obtient en particulier la cohomologie pour les cas oü fi 



z\ + 4 + z 3 fe +\ h 



zf + z| + z% et 



fi = zf + z| + zf, cas gm correspondent respectivement aux types Ak, Eq et Eg des surfaces de Klein. 
Le tableau suivant resume les resultats pour ces trois cas particuliers : 















A k 


C[z] / (zf + z 2 + z 3 fe+1 ) 


V/i A(C[z] / (/i)) a ®C fe 


C[z] / (z 1 2 + z 2 2 + z 3 fc+1 }©C' £ 


C fe 




E 6 


C[z] /{zf + zl + zl) 


v/i a(c[z] / (/i» ö ec 6 


C[z] / (z 2 + z| + z|)®C 6 


C 6 


C 6 


Es 


C[z}/ (zf + zl + zl) 


V/i A(C[z] / (/i)) a ©C 8 


C[z] / (z 2 + z| + z|)0C 8 


c 8 


c 8 



Les cas oü /1 = z 2 + zf z 3 + z 3 1 et /1 = z 2 + zf + z 2 z 3 , ie respectivement Dk et sont etudies dans le 
paragraphe suivant. 



4.4 Calculs explicites pour D k et E 7 

4.4.1 Cas de /1 = z 2 + z|z 3 + z 3 ~\ ie D fe 

Dans ce paragraphe, on considere le polynome /1 = z\ + z\z^ + z 3 _1 . 

Les derivees partielles de f± sont 9i/i = 2zi, 9 2 /i = 2z 2 z 3 et 9 3 /i = z\ + (k — l)z 3 ~ 2 . 

• On a dejä 



H° = C[z]/(z 2 + z|z 3 + z 



fe-lx 
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• De plus, comme fi est quasi-homogene, la formule d'Euler donne 

dih + 9 2 /i + z 3 dafi = {k- l)h. (19) 

Ainsi, on a l'inclusion (fi) C d 2 fi, 9 3 /i). 

De plus, une base de Gröbner de (di/i, cfe/i, 93/1) est [2 3 _1 , 22^3, z| + (fc — l)zg~ 2 , 21], donc 

A C[Zl, Z 2 , 23] x r , / , fc- 2 \ 



ö 2 /i, ö 3 /i)a 32/i, d 3 fi) 



Vect (z 2 , 1, 23, . . . , z 3 2 ) 



Enfin, comme 9i/i et /1 sont premiers entre eux, si g d A verifie gdifx = mod (fi), alors 3 6 (/i), 
ie 3 est nul dans Ä, donc {3 G A / gd Z3 fi =gd Zl fi =gd z J\ = 0} = 0. 

On determine maintenant Pensemble ^ g = | 32 ] € ^4 3 / g ■ V/i = 

Une base de Gröbner de {f\, 9i/i, 93/1) est [24, 2g -1 , 2f+(fc—l)2 3 c ~ 2 ], donc une base de C[z] / d%f%, d 3 f\) 
est {44 / i G {0, 1}, j G 10, k - 2j}. 

fc-2 

On a dejä resolu l'equation pd 2 fi dans cet espace ; sa Solution est p = aQ t k- 2 z^~ 2 + aijz 2 z 3 , 

3=0 

L'equation 

g-V/i = mod{/i) (20) 

entraine 

32Ö 2 /i=0 mod (/ l5 öx/i, d 3 fx), (21) 

d'oü 

fc-2 

32 = a/i + /33i/i + 7Ö3/1 + az 3 ^ 2 + ^ h jZ2 zi, (22) 

avec (a, ß, 7) £ C[z] 3 . 
Et 

fc-2 

9 3 d 3 fi + 793/1Ö2/1 + a2 3 ^ 2 3 2 /i + 51 b jZ2 zid 2 h G (A, 9i/i). (23) 
Or d'apres la formule d'Euler (fT9| et l'egalite 

^3^2 = (22/1 - z 2 z 3 d 3 fi - -z^idrfxj = -^—^z 2 z 3 d 3 fi mod (24) 



l'equation (|23f devient 

Ö3/1 U + 7Ö2/1 - ^^3 - I>23jfe*S +1 ] G (25) 
Comme ^i r iTi/f 1) Q 1 f 1 \(d$fi) — (/i, cette equation equivaut ä 

33 = -7Ö2/1 + ^-_-^ z 2Z3 + X! & J ^""fc 2 ^ 1 + 5 /l + e9 lA' 

3=0 



avec 5, e <E C[z]. 
On trouve 



^ k 1 g 

3i = -/Söz/i - eö 3 /i + ^ b JjT^ Zl + 2^fc Z2Zl + ?7 ^ 1 ' ^ 
3=0 
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avec t) G C[z]. 
Finalement, on a 



{g G A 3 I g ■ V/i = o) = \ [ a ] /i + V/i A f I ] + V; b 3 \ k z 2 z{ 3 I + o f J -2 ) / («. 0> T> <5, e, r,) G et a, b 3 e C 1 , 



ainsi que les espaces de cohomologie d'indices impairs : 



Vp>l, H 2 p +1 ~ C fc 

tf 1 ~ V/i A (C[z]/(/i)) 3 ©C fe . 



• Pour montrer que {g G A 3 / V/i A g = 0} = {/ig© /3V/i / g G A 3 , /3 G ^4} , on procede comme dans 
le cas des variables separees. 

On en deduit, en utilisant le premier point •, les espaces de cohomologie d'indices pairs : 



V p >2,H 2 p ~ A I (Öi/i, 9 2 /i, flb/i) ^ect(z 2 , 1, z 3 ,..., ~ C fe 

# 2 {/?V/i //?G A}ffiC fe ~C[z] / (z 2 + z 2 z 3 + z*" 1 ) © C*. 



4.4.2 Cas de /i = z 2 + zf + z 2 zf , ie £7 

Ici, on a = 2zi, d 2 fi = 3zf + zf et <9 3 /i = 3z 2 zf . 

La methode de demonstration est analogue ä celle des cas precedents. 

Une base de Gröbner de {d\f\, 9 2 /i, dsf\) est [zf, z 2 zf , 3zf + zf, Zi]. 

De meme, une base de Gröbner de 9 2 /i) est [zf, z 2 z 3 , 3z 2 + zf, zi]. 

On obtient les resultats suivants : 



Vp>l, ff 2 ^ 1 


~ C 7 


H 1 


~ vAAtqz]/^)) 3 ®^. 



= C[z] / (z 2 + z\ + z 2 z 3 ) 
Vp>2, H 2 p ~ A / (Öi/J, 9 2 /i, d 3 fr) ~ Fect (z 2 , z 2 , 1, z 3 , zf, zf, z|) ~ C 7 
H 2 ~ {/3 V/i / /? G A} © C k ~ C[z] / (z 2 + z 3 + z 2 z|) © C 7 . 



Remarque 12 

.Dans tous les cas etudies precedemment, il existe un triplet {i, j, k) tel que {i, j, k} — {1, 2, 3}, et tel 
que l'application 

C[z] / (9i/i, Ö2/1, <9 3 /i) — > {Solutions dans C[z] / dj/i, 9 fe /i) de l'equation gdifi = 0} 

' ^ mod öj/i, öfc/i) 

soii mti isomorphisme d 'espaces vectoriels. 
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